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Rappel : Définition d'une suite numérique et convergence.

Rappel

On appelle suite réelle une application U, définie sur N a valeurs
dans K

Plutét que U : N — K I'on note U = (Up), = (U,) Plutdt que
N I'ensemble de départ peut étre [ng, +oo[ avec ng € N.

Soit (U,) une suite de K. Soit ¢ € K, on dit que (U,) converge
vers { si :

Ve > 0,3ng,Vn > no, |U, — €| < €
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Définitions
Exemples

Suites de fonctions

Définition d'une suite de fonctions.

Notation : On notera que K est R ou C. Soit X C K un
ensemble non vide. On note .7 (X,K) I'ensemble des fonctions
définies sur X a valeurs dans K.

On appelle suite de fonctions une application définie sur N a
valeurs dans .# (X, K).

u:N— Z(X,K)

On privilégiera la notation u, plutét que u(n) qui ici désignera
une fonction.
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Définitions
Exemples :
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Suites de fonctions

Exemple 1 :

La suite de fonctions (u,,) définie pour tout n € N* par
u, : R —- R

x = x"
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https://www.geogebra.org/graphing/n8f22dax

Définitions
Exemples :
Les différents
uniforme et continuité

Suites de fonctions 3 .
uniforme et dérivation

Exemple 2 :

La suite de fonctions (up,) définie pour tout n € N* par
u, : [0,7] — R
x = sin(x)"

Cy

Animation
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Définitions
Exemples :

Suites de fonctions

Exemple 3 :

La suite de fonctions (up,) définie pour tout n € N* par

u, : R — R
2 1\:2
X X°+ =
n
Animation

Remarque : La fonction limite n’est pas continue.
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https://www.geogebra.org/calculator/hjrkhxh6

Définitions
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Suites de fonctions

Exemple (suite) :

Présentation des autres exemples.

Denis Augier Suites et séries de fonction



Définitions

Exemples
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Suites de fonctions
uniforme et dérivation

Les différents types de convergence.

= La convergence simple
= La convergence uniforme

= La convergence locale-uniforme
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Définitions

Suites de fonctions

Convergence simple

Soit (up) une suite de fonctions de .# (X, K) et u une fonction
de .7 (X,K). On dit que (u,) converge simplement vers u €
F (X,K) sur X si :

Vx € X,Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, |up(x) — u(x)| < e
Autrement dit :

li>Too up(x) = u(x)

Vx € X,
n
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Définitions

Suites de fonctions

Méthode 1

Pour étudier la convergence simple, il faut "fixer" x dans X puis
étudier la suite numérique (u,(x)) avec les méthodes connues.
Sil I'on reprend la suite de fonctions précédente (u,) définie pour
tout n € N* par

u, : R — R

(o)
X = X+ —
n

Exemple traité au tableau

Animation
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https://www.geogebra.org/calculator/hjrkhxh6

Définitions
Exemples
Les différents types de convergence.

Suites de fonctions iforme et continuité

uniforme et dérivation

Si I'on reprend la suite de fonctions précédente (u,) définie pour
tout n € N par

u, @ [0,1] — R
x = n?x"(1-x)
Donc la suite de fonctions (u,) tend vers la fonction nulle.

Exemple traité au tableau

Animation
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https://www.geogebra.org/calculator/squatbkz

Définitions

Exemple:

Les différents types de convergence.
Convergence uniforme et continuité
Convergence uniforme et dérivation
converg

Programmation suite de fonctions évaluée en un point.

Suites de fonctions

from numpy import *
import matplotlib.pyplot as plt

def fn(x,n):
return (sin(x))**n

def Suite_pour_x (fn,N,x):
Liste_valeurs=[fn(x,i) for i in range(N)]

return Liste_valeurs

print (Suite_pour_x (fn,10,pi/2))

Listing 1 — Exemple d’implémentation permettant '’évaluation d’une suite de fonction en un pe
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Définitions

Exemples

Les différents types de convergence.
uniforme et continuité
uniforme et dérivation
et intégration

Suites de fonctions

Convergence uniforme.

Soit (u,) une suite de fonctions de .Z (X, K) et f une fonction
de Z (X,K). On dit que (f,) converge uniformément vers sur /
Si :

Ve >0,3n0 € N, Vn > ng, Vx € X, |fp(x) —f(x)| <e

Dés lors (f,) converge simplement vers f sur [

Remarque : Si I'on compare les deux définitions :
CS: Vx e X,¥e >0,3np € N,Vn > ng, |un(x)—u(x)| <e

CU: Ve>0,3dnp € N, Vn > ng, Vx €1, |fo(x) —f(x)] <e

On voit que pour la convergence simple le ng dépend de ¢ tandis
que ce n'est pas le cas pour la convergence uniforme.
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Définitions
Exemples
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Suites de fonctions s L.
niforr érivation

Convergence uniforme : définition plus pratique

Soit f une fonction de .# (X, K). On notera :

(1) = 1flloo x

sup
xeX

Si f n'est pas bornée ce sup vaut +oc.

(un) une suite de fonctions de .# (X,K) et f une fonction de
F (X, K).

(fn) converge uniformément vers f

-
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Définitions

Exemples

Les différents types de convergence.
iforme et continuité

Suites de fonctions
uniforme et dérivation

Exemple 1

Si I'on reprend la suite de fonctions précédente (u,) définie pour
tout n € N* par

u, : R — R

2 1%
XI—)(X—|—2>
n

Présentation au tableau

Animation
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Définitions

Exemples

Les différents types de convergence.
iforme et continuité

Suites de fonctions
uniforme et dérivation

Exemple 2

La suite de fonctions (u,) définie pour tout n € N par
u, : [0,1] — R

x = n?x"(1—x)
Présentation au tableau

Animation
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Définitions
Exemples
Les différents types de convergence.

Convergence uniforme et continuité

Suites de fonctions -~ .
onvergence uniform

Pas convaincu de 'opportunité.
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Définitions
Exemples
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Suites de fonctions

Peut-étre un peu plus.
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Définitions
Exemples
Les différents types de convergence
Convergence uniforme et continuité
uniforme et dérivation
tion

Suites de fonctions

Problématique

Pour une suite (u,) de fonction continue, suivant la nature de la
convergence éventuelle de la suite de (up) vers une fonction u, que
peut-on dire de la continuité de u.
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Définitions

Exemples

Les différents types de co
Conve

Suites de fonctions

Proposition 5

Soit (up) une suite de fonctions de .# (X,K) continues en
xp € X, convergeant uniformément vers une fonction u de
F (X,K) alors u est continue en xp.

Présentation au tableau
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Définitions

Exemples

Les différents types de co
Conve

Suites de fonctions

Corolaire

Soit (us) une suite de fonctions continues de .7 (X,K),
convergeant uniformément vers une fonction u de .7 (X, K)
alors u est continue sur X.

Justification.
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Les différents ty|
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tion

Exemple 1

Si I'on reprend la suite de fonctions précédente (u,) définie pour
tout n € N* par

u, : R — R

2 1%
XI—>(X—|—2>
n

A faire au tableau : application de la proposition
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Exemples
Les différents ty|
. . Convergence un
Suites de fonctions - g o .
(€ rgen uniforme et dérivation

tion

Exemple 2

Si I'on reprend la suite de fonctions (u,) définie pour tout n € N*
par
u, : R — R
0 six<0
) 1
X nx SIX€|:0,n]

1 six>

S|

A faire au tableau : Contraposée
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Définitions

Exemples

Les différents types de convergence
Convergence uniforme et continuité
Convergence uniforme et dérivation
conver e et in tion

Suites de fonctions

Problématique

Pour une suite (u,) de fonction dérivable, suivant la nature de la
convergence éventuelle de la suite de (up) vers une fonction u, que
peut-on dire de la dérivabilité de wv.

Denis Augier Suites et séries de fonctions.



Définitions

s de convergence
e et continuité

nce unifor t dérivation
ation

Suites de fonctions

Rappel : Théoréeme de accroissement finis : Si f est une
fonction définie de [a, b] C R et est dérivable sur ]a, b[, alors :

f(b) = f(a)l < sup [F'(x)] x |b—a|

x€]a,b
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Définitions

Exemples

Les diff

Convergence uniforme et ¢
Convergence uniforme et derlvatlon
convergence et intégration

Suites de fonctions

généralisation dans C

Si f est une fonction définie de ¥ C C un ouvert de C a valeur
dans C. Alors f sera dite dérivable en z5 € ¥, si :

f(z) — f()

Z— 2y

admet une limite en Zz

Cette limite est notée f'(z).

Si f est une fonction définie de ¥ C C un ouvert de C a valeur
dans C et est dérivable sur X[. Si a,b € ¥, alors :

|f(b) — f(a)] < sup |f'(2)] x [b— a
z€]a,b[
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Définitions

Exemples

Les diff

Convergence uniforme et ¢
Convergence uniforme et derlvatlon

Suites de fonctions

convergence et intégration

Théoreme : convergence d'une suite de fonctions dérivables

Soit (up) une suite de fonctions de .# (X, K), dérivable sur X,
telle que :
= La suite (up) converge simplement sur X vers u définie sur
X,
» La suite (u),) converge uniformément sur X vers g définie
sur X,
Alors :
= La suite (u,) converge uniformément sur tout segment de
X vers f,
» u est dérivable sur X avec u' = g.

Démonstration a faire au tableau ou pas?
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Définitions

Exemples

Les différents types de convergence
Convergence uniforme et continuité
Convergence uniforme et dérivation
conver e et in tion

Suites de fonctions

Corolaire

Avec les hypothéses du théoréme précédent si les fonction (uy,)
sont €1 alors u est €.

Démonstration
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Suites de fonctions

Exemple (contre-exemple)

On peut avoir une convergence uniforme d’une suite de fonction
dérivable sans que la fonction limite soit dérivable.
Si (up) est une suite de fonction définie pour n € N par :

u, : R — R

1
X = X+ =
n
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Suites de fonctions

convergence et intégration

Problématique

Si (f,) est une suite de .%([a, b],R) converge vers une fonction f
de .#([a, b],R). Quelles hypotheéses sont suffisantes pour avoir :

lim bf,,(t)dt:/ab( lim f,,) (t)dt

n—+o0 J4 n—-+400
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Exemp

e convergence
. . e et continuité
Suites de fonctions

convergence et intégration

Cas simple

Soit (f,) une suite de fonctions de % ([a, b], K) (ensemble des
fonction continues sur [a, b]) convergeant uniformément vers
sur [a, b] alors f est continue sur [a, b] (voir proposition 3) et :

b b
/ F()dt = lim [ f(0)de

n—+o00 J4

Démonstration
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Définitions

Suites de fonctions

convergence et intégration

Exemple

Si I'on consideére la suite fonction (up) étudier en TD définie par :
fn + [0,1] — R
X = (1 — X>n
n
dont on a montré la convergence uniforme vers :

u @ [0,1]] - R

X — e X

A traiter

Prévoir une animation.
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Définitions

Suites de fonctions

convergence et intégration

Exemple (contre exemple)

Attention ce résultat n’est plus correct si la convergence n'est que
simple.

Si I'on définie la suite (f,) par :

£, o [0,1 — R
1
0 six¢|0,=
X 7
n sixe |0, —
n

Prévoir une animation.
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Suites de fonctions . A0
niforme et dérivation

convergence et intégration

Théoreme de convergence dominée.

Soit (f,) une suite de intégrable sur / un intervalle de R a va-
leur dans K, et f et ¢ deux fonctions de Gy (/,R) (ensemble
des fonctions continues par morceau sur /) avec ¢ positive. On
suppose :

= (f,) converge simplement vers f sur /

= f intégrable sur tout segment inclus dans [a, b].
= Vne NVt e l, |fi(t)] < (t)

= La fonction ¢ est intégrable sur /.

Alors toutes les fonctions f, et f sont intégrables sur /, et on a :

/If(t)dt = nﬂToo/,f”(t)dt
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