BCPST1 année 2019-2020

Feuille d’exercices 9 : fonctions usuelles

Exercice 1. On considere la fonction f définie par :

f R — R
-3

On note %y la représentation graphique de f.

1. Variation et encadrement.

(a) Soit (a,b) € Rt vérifiant 0 < a < b. Montrer que 2 < f(a) < f(b). En déduire la monotonie de f sur R¥.
(b) Faire de méme pour R~ (avec a < b < 0).

(
(d

(e) Montrer que :

)

c¢) Déterminer les limites de f en 400 et —o0.
) Déduire des questions précédentes un minimum pour la fonction f.
)

VreR, f(x) <5
f admet-elle un majorant, un maximum.

2. Propriétés graphiques.

(a) Montrer que
Ve eR, f(—z) = f(x)

(b) Soit a € R*. Que peut-on dire des points M et N de €5 d’abscisse respectif a et —a.

Exercice 2. 1. On définie la fonction 1o} par :

]1[0;1] : R d R
L, Jlsize [0;1]
* 0 sinon

Faire rapidement une représentation graphique de 11
La fonction précédente sera appelée la fonction indicatrice de I'intervalle [0;1].

2. On peut définir la fonction abs sur R par
Vo eR, abs(x) = —x x Ij_gp01(x) + 2 X Lo, 00(2)
Faire une représentation rapide de abs.
3. Sur R, on peut définir la fonction E = isn X Lppipgaf-
e
(a) Faire une représentation rapide de E sur R.

(b) Maintenant on définie E sur R par E'= >} n x L, Montrer que : Ve e R, z —1 < E(z) < ¢ < E(z) + 1.

nez

Exercice 3. Soit n € N*. On considére la fonction polynémiale f définie sur R par :

VzeR, f(z) = é (Z) ok

a. Simplifier 'expression de f en utilisant le bindme de Newton.

b. Déterminer de deux fagon I’expression de f'(z).
2 n
c. En déduire ; k
=0 \k
Exercice 4. Résoudre les équations suivantes :*

a) In(z2 — 1) +In4 = In(4x — 1) c) 2e” = g° e) aV® = (J/z)"
b) Inz + In(11 — z) = In(22?) d) e*+3e " =4 f) Ve + =2



Exercice 5. Résoudre les inéquations suivantes :

1
a) 2%>3%; b) e e” < b c) iln(f)x —1)<In(z+1); d) 2771 48> 4"

T+y="7

Exercice 6. Résoudre le systéme d’équations suivant :
logz +logy =1

Exercice 7. En regroupant les puissances de 2 et les puissances de 3, résoudre 1’équation suivante :

221‘ _ 330—% — 3£+% _ 2230—1.

Exercice 8. Démontrer les inégalités suivantes :

3

HVe>0, x—— <sinz <z

6
2) Vx>0, hz<zx—1

Exercice 9. On pose f(z) = |z — 3| — |2z + 1].

1) Déterminer I’ensemble de définition D de la fonction f.

2) Simplifier, selon les valeurs de x, 'expression de f(x).

3) Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.

Exercice 10. Etudier la fonction f définie par :

. . 1
Exercice 11. Etudier la fonction f définie par f(x) = cosz + 5 cos 2.

On commencera par justifier qu’il suffit d’étudier f sur lintervalle [0, 7].

Exercice 12. Fonctions cosinus et sinus hyperbolique.
On définit les fonctions cosinus et sinus hyperbolique, notées respectivement ch et sh en posant :
et +e* et —e "

chx:T et shz= >

1) Déterminer 'ensemble de définition D des fonctions ch et sh. Etudier la parité de ces fonctions.
2) Calculer les limites de ces fonctions aux bornes de D.
3) Vérifier que les fonctions ch et sh sont dérivables sur D, puis calculer leur dérivée.
4) Etudier les variations des fonctions ch et sh.
5) Tracer la courbe représentative de ces fonctions dans un repére orthonormé.
6) Démontrer que, pour tout réel z, ch?z —sh®z = 1.
7) Soit x € R. Etablir les relations :
ch 2z = ch?z + sh®z et sh2x = 2shxchzx.
8) Résoudre I’équation 5cha — 4shx = 3.

Exercice 13. Résoudre le systéme non linéaire suivant :

xQ\/ﬂz = 6+/2
Vay2d = 27%

3,2
I VY1
Exercice 14. Etudier les fonctions :
1 1 .
a) f(z) = 3 sin(3z) — 3 sin(2x) c) h(z) =2z + 2sinz
b) g(z) =sinz(1 — cosx) d) v(x) = sin? x x cos(2x)



